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NOTICE 


TRAVAUX SCIENTIFIQUES 


M. Jules TANNERY, 


C’est les principes des Mathématiques et la façon de les exposer 
qui m’ont surtout préoccupé; je me suis particulièrement appliqué 
à méditer les fondements de l’Analyse, j’ai essayé d’en approfondir 
les principes; j’ai tourne mes efforts vers l’enseignement, la coordi¬ 
nation et la divulgation des vérités acquises, bien plus que je n’ai 
cherché à en découvrir de nouvelles. D’ailleurs, ma carrière s’est 
trouvée singulièrement conforme à mes goûts, et je n’ai pas eu à 
désirer qu’il y fût changé quelque chose. 

Après avoir suppléé, pendant cinq années, M. Bouquet dans la 
chaire de Mécanique physique et expérimentale, j’ai été nommé, 
en i88i, maître de conférences à l’École Normale. Là, mes fonctions 
mêmes m’obligeaient à réfléchir sur les principes, à chercher avec mes 
élèves la meilleure manière de les présenter : je me suis efforcé de leur 
montrer les difficultés qu’on y rencontre. Je suis persuadé que ceux 
qui enseignent doivent avoir pensé longuement à ces difficultés, si 
même ils ne doivent pas les développer et les résoudre devant des 
auditeurs trop jeunes ou trop pressés d’arriver au but. D’un autre 
côté, la clarté des principes facilite, abrège et assure le travail de 





recherche chez ceux qui en sont capables, et le temps passé à se 
pénétrer de cette clarté n’est pas perdu pour eux. Si quelques-uns de 
mes anciens élèves estiment trop haut les services que j’ai essayé de 
leur rendre et l’influence que j’ai eue sur leur pensée, je ne puis, tout 
en faisant la part de l’amitié qu’ils n’ont cessé de me témoigner, croire 
qu’ils se trompent tout à fait : j’ai confiance dans leur loyauté, comme 
j’admire leur talent. 

Il y a vingt-cinq ans, M. Darhoux a bien voulu me demander de 
collaborer avec lui et avec M. Hoüel à la rédaction du Bulktin des 
Sciences mathématiques; je m’honore de cette longue collaboration, 
à laquelle M. Picard s’est associé récemment : elle a absorbé une 
bonne partie de mon temps et de mon travail. 

La production scientifique est aujourd’hui rapide et étendue : aucun 
savant ne peut avoir à sa disposition immédiate toutes les publications 
relatives à la science dont il s’occupe, et son temps ne suffirait pas à 
les lire attentivement. Il importe de signaler ces publications et les 
principaux résultats qu’elles contiennent : en parcourant l’analyse 
des principaux Livres et Mémoires, le travailleur peut se tenir au 
courant des découvertes essentielles et savoir quels travaux il devra 
consulter ou étudier, parce qu’ils intéressent particulièrement ses 
propres recherches. Être utile de cette façon et dans ce sens, tel est 
le but et la raison d’être du Bulletin; je me suis efforcé de regarder ce 
but, de faire connaître les œuvres plutôt que de les juger, d’en parler 
enfin avec la déférence que méritent ceux qui contribuent à accroître 
le domaine scientifique. 

Je parlerai tout d’abord, dans ce qui suit, de celles de mes publi¬ 
cations où se trouvent touchées quelques questions intéressant les 
principes; j’analyserai ensuite divers Mémoires ou Notes que j’ai 
publiés dans les Annales scientifiques de l’École Normale, dans les 
Comptes rendus, dans le Bulletin des Sciences mathématiques : je revien¬ 
drai sur ma collaboration à ce dernier Recueil, en insistant sur les 
articles qui m’ont paru avoir quelque portée générale; je signalerai, 
en terminant, plusieurs articles, d’un caractère philosophique, que 
j’ai publiés dans d’autres Revues. 




Introduction à la Théorie des 


rariable. 


Les Leçons que j’ai dû faire à l’École Normale supérieure, lorsque 
j’ai eu l’honneur d’y succéder àM. Darboux, en i88i, m’ont conduità 
écrire ce Livre. Plusieurs mathématiciens illustres s’étaient, pendant 
une bonne partie du xix* siècle, grandement préoccupés de reviser les 
principes de l’Analyse, et de les établir avec une entière rigueur. Ce 
travail de critique était nécessité par les faits mêmes que l’on avait 
rencontrés en Analyse : il me semblait convenable de faire pénétrer 
dans l’enseignement ceux des résultats de cette critique qui me pa¬ 
raissaient être essentiels et vraiment élémentaires. En cela, d’ailleurs, 
je suivais l’exemple de M. Darboux, dont j’ai, à plusieurs reprises, 
utilisé et les leçons à l’École, et les conversations ('), sans parler du 
Mémoire capital Sur les fonctions discontinues (“). Mon but, en écri¬ 
vant VIntroduction à la théorie des fonctions d'une variable, était de 
montrer que l’Analyse tout entière pouvait se développer en partant 
de la seule idée du nombre entier ; avec le nombre entier, il est assez 
facile d'engendrer les nombres rationnels (positifs ou négatifs), je 
ne m’y suis pas arrêté; j’ai insisté au contraire longuement sur les 
nombres irrationnels, sans la considération desquels les notions de 
limite, de somme d’une série, de produit infini, de fonction continue, 
de dérivée, d’intégrale restent quelque peu confuses : j’ai exposé deux 
méthodes pour introduire les nombres irrationnels et légitimer les 
opérations faites sur ces nombres : l’une, irréprochable au point de 
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vue logique, mais un peu formelle, est due à M. Méray ('); l’autre, 
sur laquelle j’ai insisté davantage, coïncide avec celle qu’avait donnée, 
en 1872, M. Dedekind dans le Mémoire intitulé Stetigkeit und irra- 
tionale Zahlen. Elle se rattache très naturellement à quelques-unes 
des notions sur les ensembles que l’on doit à M. G. Cantor, notions 
qui étaient alors assez nouvelles en France, dont j’ai parlé avec 
quelque timidité, et dont l’importance dans l’exposition des principes 
de l’Analyse est maintenant éprouvée. 

L’idée de nombre une fois complétée, les propositions classiques 
relatives à la notion de limite et à toutes celles qui en sortent 
prennent un sens parfaitement clair et précis; je n’ai eu qu’à utiliser 
des résultats acquis, à les repenser un peu profondément, à les 
disposer dans un ordre didactique : il n’y avait à cela aucune difficulté 
et, à le faire, je n’ai éprouvé que du plaisir : la joie de celui qui 
trouve la vérité n’est pas tout à fait inconnue à celui qui l’expose. 

J’ai surtout utilisé le Cours d’Analyse de Cauchy, les Fundamenti 
per la Teorica delle Funzioni di VariabiU reali de M. Dini, le Lehrbuch 
der Analysis de M. Lipschitz (’’), le Mémoire d’Abel sur la série du 
binôme, les Mémoires de Dirichlet et de Riemann sur les sériés trigo- 
nométriques, les premiers Mémoires de M. 6. Cantor sur la Théorie 
des ensembles, quelques Leçons ou Mémoires de Weierstrass, le 
Mémoire Sur la Théorie générale des séries A'O. Bonnet (*), les Mémoires 
de M. Darboux Sur les fonctions discontinues et Sur les développements en 
série des fonctions d'une seule variable (*). 

En exposant les propositions fondamentales relatives aux séries et 
produits infinis, je me suis borné au cas d’une variable réelle. 
Toutefois, les démonstrations sont faites de façon à s’étendre immé- 


(■) Nouveau Précis d’Analfse infinitésimale (1872), Leqem nouvelles sur VAnalyse, 
l. I, 1894. C’esl aussi le point de départ do Heine [Die Elemente der Functionenlehre, 
(C«//e,t. 74 .p.. 72 )]. " 

(•) J'aurais pu tirer anssi parti du Calcolo differenziale, etc... de MM. Genoochi et 
Peano (1884) avec lesquels je me suis rencontré sur quelques points. 

(>) Mémoires couronnés... publiés par l’Académie de Belgique, t. XXlll. 

(*) Journal de LiouviUe, 3 ' série, t. XI, p. 295. _ Je ne cite ici que les Livres ou 
Mémoires utilisés pour les questions de principe. Sur un point de détail (p. 35 o), 
pourrais signaler un emprunt tait au Traité d'Analyse do M. Laurent. 




(iiatement au cas d’une variable eomplexe. Pour ce qui est des 
fonctions, des dérivées et des intégrales, je me suis borné aux varia¬ 
bles réelles; j ai 1 intention de traiter des variables complexes dans la 
seconde édition, que je prépare actuellement. 

J’ai poussé le scrupule jusqu’à m’abstenir de toute interprétation 
géométrique; ce scrupule serait, à coup sûr, déplacé dans un ensei¬ 
gnement élémentaire; il était, à ce que je crois, légitime, à cause du 
but que je me proposais : montrer comment on peut fonder l’Analyse 
sur la seule idée de nombre. 


Éléments de la Théorie des fonctions elliptiques. 

Paris, Gauthier-Villars, 1898, 1896, 1898, 1901. En collaboration avec M. Molk. 

Nous corrigeons en ce moment, M. Molk et moi, les épreuves du 
second fascicule du dernier Volume de cet Ouvrage, dont le premier 
Volume a paru en iSqS. 

Nous avons d’abord réuni les propositions de la Théorie des séries 
et des produits infinis dont nous comptions faire un usage continuel. 
I-es i3o premières pages du premier Volume comfilètent en quelque 
sorte mon Introduction à la théorie des fonctions d’une variable; nous 
avons laissé de côté les propositions concernant les intégrales prises 
entre des limites imaginaires, uniquementparce que ces propositions 
sont, en France, enseignées partout, et qu’il nous semblait inutile 
d’en reprendre l’exposition. Nous avons pris pour point de départ les 
fonctions p, a, ’( de Weierstrass définies par des séries ou des produits 
infinis à double entrée, mais sans donner pour cela à ces fonctions un 
rôle prépondérant; nous avons mis tous nos soins à bien expliquer 
les diverses notations, en particulier celles de Jacobi et de Ch.Hermite, 
et à montrer comment on pouvait passer des unes aux autres. Nous 
avons développé d’abord celles des propriétés des fonctions elliptiques 
qui se déduisent naturellement, par voie d’identité, des définitions 
analytiques que nous avions adoptées. 

Le second Volume est consacré presque en entier aux fondions 3, 
Nous avons particulièrement insisté sur le problème de la transfor¬ 
mation linéaire: on sait que ce problème, dont toute la difficulté 





repose sur la détermination d’un signe, aétécomplètement résolu par 
Ch. Hermite dans quelques pages admirables, imprimées dans le 
Journal de Liow'dle {'). Ce n’est pas toutefois la méthode de Ch. Her¬ 
mite que nous avons suivie dans notre second Volume (*), parce 
qu’elle ne rentrait pas dans la suite d’idées où nous étions plaeés. 
Nous avons établi directement les formules relatives à la fonction h('t) 
de M. Dedekind (’) sous la forme donnée par M. Weber dans ses 
KlUptiscke Funclionen (p. loo). La démonstration de M. Weber, très 
remarquable par sa grande concision, est une vérification; la voie que 
nous avons suivie, plus longue sans doute, conduit naturellement au 
but, en partant des relations mêmes que M. Dedekind avait établies (*), 
et que M. Molk a eu la pensée d’utiliser: elles permettent, quand 
on se donne les entiers a, b, c, d liés par la relation ad—bc = i, 
d’obtenir h au moyen de h('r). En transformant ces formules 

de, manière à y introduire le symbole de Legendre-Euler, nous 
sommes parvenus aux formules cherehées, sans avoir d’ailleurs à 
faire intervenir la signification arithmétique de ce symbole. 





el 7i5). L’illustre géomètre s’appuyant dans sa lettre sur les formules mêmes de la 
transformation linéaire des fonctions a, telles qu’il les avait établies dans le fourmi de 
fJomUle, il nous a paru opportun, aün que sa pensée fût mieux comprisej d’établir ces 
formules d’après sa méthode et sous la forme précise qu’il avait obtenue. 

(*) r représente le rapport des périodes; M. Dedekind désigne celte fonction par (c). 

h(T) = î*JJ(.-,*«), 

(*) Riemamis pf'erke, n' édit. Nachlass XXVII. 






La fin du second Volume est consacrée à celles des propriétés dés 
fonctions sn, en, dn (et des fonctions analogues) qui se déduisent natu¬ 
rellement des propriétés antérieurement établies des fonctions a ou S. 

Au début du troisième Volume, nous avons réuni les théorèmes 
généraux(Liouville, Hermite, etc.) concernant les fonctions double¬ 
ment périodiques de première, de seconde et de troisième (' ) espèce 
et les applications de ces théorèmes à la démonstration des propriétés 
des fonctions particulières qui avaient été précédemment introduites. 
Nous avons ensuite traité de l’intégration des fonctions doublement 
périodiques. 

Cette intégration, une fois la fonction doublement périodique décom¬ 
posée en éléments simples, ne présente, comme l'on sait, aucune diffi¬ 
culté, sauf, peut-être, pour l’évaluation des intégrales de la forme 



le long d’un chemin donné, parce qu’il est alors indispensable de 
préciser le multiplede 2-ai qui s’introduit, àcausedu logarithme. Cette 
question no peut être évitée dans le calcul des intégrales elliptiques de 
troisième espèce; nous avons indiqué deux méthodes pour lever l’in¬ 
détermination, l’une fondée sur l’emploi des séries trigonométriques; 
l’autre, qui ne s’applique que dans le cas où q est réel, positif et plus 
petit que un, résulte facilement de l’étude de la figure que l’on 
obtient en faisant la transformation conforme (v = S, (p) du rec¬ 
tangle dont les sommets sont les points (T. III, Chap. VI). 

Cette méthode s’applique par exemple dans le cas du pendule sphé¬ 
rique ou du mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe, 
comme nous le montrons dans le fascicule qui est sous presse. 

Jusque-là nous avions considéré les fonctions doublement pério¬ 
diques comme données au moyen des périodes, ou, s’il s’agit des 





fonctions de lacobi, an moyen du rapport t des périodes. Nous avons 
consacré un Chapitre (T. lit, Ch. Vil) à la solution et aux conséquences 
de la solution des deux problèmes suivants, dont le premier se ramène 
aisément au second. 

Quand on se donne les nombres, y, ou x, trouver tous les couples 
do nombres à rapport imaginaire «i, «j ou tous les nombres imagi¬ 
naires t dans lesquels le coefficient de f est positif, qui vérifientres- 
pcctivement les équations 



Il est à peine utile de dire que, dans les premiers membres, de ces 
équations, (w,, a,), g-, (a,, aj) ou k- (t'I représentent les fonc¬ 
tions de a,, aj ou de v qui ont été définies dans les Chapitres anté¬ 
rieurs. Nous croyons avoir exposé d’une façon simple et naturelle la 
solution de ce problème classique, de manière à bien faire saisir, d’une 
part, les propriétés essentielles de la fonction considérée comme 
une fonction de x, d’autre part les meilleures méthodes pour le 
calcul numérique. Nous avons tiré pour cela grand parti de mon 
Mémoire Sur une équation différentielle linéaire du second ordre, dont 
il sera question plus loin. 

Nous nous sommes occupés ensuite des fonctions inverses de snu, 

pu .en particulier du problème qui consiste à déterminer la 

valeur de u quand on se donne snw, sn'« ou pu, p'u. Le problème est 
alors déterminé à des multiples près des périodes 2 K, 2 i'K' ou am,, 
2 Wj; on trouve dans le Formulaire de M. Schwarz des séries très con¬ 
vergentes pour résoudre ce dernier problème; nous avons insisté sur 
la démonstration de ces formules, sur leur sens et leur usage, puis 
(Chap. IX, t. IV) sur la façon de définir, dans le cas où g^ etgj sont 
réels, U comme une fonction univoque de j, par la formule j = pu, en 
introduisant des coupures convenables dans le plan qui sert à repré¬ 
senter la variable y, coupures formées de lignes droites quand les 
racines de l’équation 

sont réelles, de lignes droites et d’arcs de cercle quand deux de Ces 
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racines sont imaginaires conjuguées; on arrive à ce résultat d’une 
part en étudiant la représentation conforme y = pii de la moitié du 
rectangle, ou du losange, des périodes de la fonction p (k|ü),,(Oj), 
suivant que w,, îÿ sont réels ou que w,, a, sont des imaginaires con¬ 
juguées (n“ 591,594); d’autre part (Note du Tableau des formules, 
t. IV, p. iSg), en partant de la série même qui permet le calcul de u, 
connaissant pu. La première méthode s’applique très facilement à la 
définition précise de la fonction inverse de snu, lorsque/!^ est réel, 
positif et plus petit que un. Nous n’avons pas abordé le cas où et g, 
sont imaginaires; mais dans le cas où les invariants sont réels, les 
explications que nous avons données permettent de calculer, sans 
aucune ambiguïté, les intégrales du type 



prises le long d’un chemin donné quelconque. Au reste, cela a été 
pour nous un souci continuel que de ne laisser aucune ambiguïté 
dans la signification des formules ou des opérations. 

Le dernier fascicule, qui est sous presse, contiendra le développe¬ 
ment de quelques applications classiques, les notions essentielles 
relatives à la division des périodes et à la théorie de la transforma¬ 
tion, enfin la lettre de Ch. Hermite, dont j’ai dit quelques mots dans 
ce qui précède. 

Le Formulaire de M. Schwarz (') nous a été grandement utile. La 
plupart des propositions et formules qui y sont contenues se trouvent 
démontrées dans notre Ouvrage, auquel nous avons joint aussi un 
Tableau de formules; soutenus en cela par l’inépuisable complaisance 
de M. Gauthier-Villars, nous nous sommes efforcés de rendre ce 
Tableau aussi pratique que possible. 11 se trouve divisé en deux 
parties : l’une termine le Tome II, l’autre est à la fin du fascicule 
du Tome IV qui a déjà paru. 





Deux leçons de Cinématique. 

J’ai cherché d’abord à exposer les propositions fondamentales de la 
théorie des vecteurs, qui sont les préliminaires indispensables de la 
Cinématique, de la Statique et de la Dynamique, de manière qu’elles 
pussent entrer dans un enseignement élémentaire, et que leur géné¬ 
ralité fût aperçue clairement. J’ai insisté de mon mieux sur la déter¬ 
mination des signes et la disposition des éléments géométriques. 

Dans la seconde Partie, j’ai appliqué ces, propositions à la démon¬ 
stration des propriétés classiques du mouvement d’un plan qui glisse 
sur un plan ou d’un corps solide qui tourne autour d’un point fixe : 
expression de l’accélération d’un point; expression du rayon de cour¬ 
bure de la trajectoire d’un point; la seconde expression est déduite 
simplement de la première, en sorte que la démonstration ne com¬ 
porte aucune ambiguïté de signe. 


Leçons d'Arithmétique théorique et pratique. 

A. Colin (1894). 

C’est un livre d’enseignement, qui fait partie de la collection publiée 
sous la direction de M. Darboux. 

Je me suis efforcé de faire pénétrer un peu de philosophie dans 
l’exposition des principes, mais en tenant compte de l’état d’esprit 
de ceux à qui ce Livre était destiné et en écartant les discussions 
subtiles qui intéressent plus la Philosophie proprement dite que 
1 Arithmétique. Avant d’exposer la numération, qui implique en 
réalité la connaissance des quatre opérations fondamentales, je me 
suis efforcé de faire bien saisir, sur des exemples concrets, le sens de 
ces opérations; de même pour les fractions : après en avoir expliqué 
1 origine concrète, j’en ai exposé la théorie abstraite, ainsi qu’avait 





déjà faitM. Méray, en les regardant comme des couples de nombres 
entiers. A propos du système métrique, j’ai expliqué, d’une façon 
élémentaire, les propositions fondamentales relatives à la mesure des 
grandeurs, et j’ai repris ce sujet, après la théorie des nombres irration¬ 
nels, d’une façon plus élevée, en adoptant un point de départ que 
m’avait suggéré M. Darboux ('). J’ai terminé ce Livre par un exposé 
sommaire des éléments de la Théorie des nombres, rédigé avec l’in¬ 
tention de faire comprendre aux élèves qu’il y a là une véritable 
science et non pas une réunion de théorèmes plus ou moins curieux. 

Enfin, j’ai introduit çà et là quelques renseignements historiques, 
que je dois tous à mon frère, M. Paul Tannery, bien connu par ses 
nombreux travaux d’Histoire et de Philosophie. 


Introduction à l'étude de la Théorie des nombres et de l'Algèbre supé¬ 
rieure, par Émile Borel et Jules Drach, d’après des Coniérenoes faites 
é l'École Normale supérieure par M. Jules Tannery. 

Paris. Nony, 1893, 

Je ne signale ce Livre que pour répéter ce que j’ai dit dans la Pré¬ 
face, à savoir qu’il est l'œuvre de MM. Borel et Drach, non la mienne; 
les Leçons que j’ai faites à l’École Normale en ont été l’occasion, 
non l’origine. La partie qui concerne l’Algèbre, en particulier, est 
l’œuvre de M. Drach. La Note I, où l’on montre comment on peut 
reconnaître si un polynôme donné est divisible par un nombre 
entier quelconque, et trouver inversement tous les polynômes divi¬ 
sibles par un nombre donné, appartient exclusivement à M. Borel. 


( ■ ) Ce n’esl pas la seule fois que j’aie ulilisé les conseils de M. Darboux ; jo me contente 
de signaler le n" 2J2, relatif à la recherche de la fraction génératrice d’une fraction déci¬ 
male périodique. 
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NOTES ET MÉMOIRES. 


Sur les équations différentielles linéaires à coefficients variables. 

Thèse de Doctorat {Junaîes scientifqms de l'École Normale supérieure, 

Ce Travail a été entrepris sur le désir et le conseil de Ch. Herinite, 
qui n’avait pas manqué d’être frappé par l’importance des résultats 
contenus dans le premier Mémoire de M. L. Fuohs, Zur Théorie der 
Differenticdgleichungen mil verànderlichen Coefficienlen {'), et de pré¬ 
voir les développements considérables que ce sujet devait prendre. 
On sait que ce Mémoire se rapporte aux équations différentielles de 
la forme 



où^j, /),, ..., sont des polynômes en x. 

Ces équations, comme l’Auteur l’a montré, constituent le type le plus 
simple des équations différentielles à points critiques fixes. Le rôle des 
points singuliers, la forme des solutions au voisinage de ces points 
sont mis en évidence, et te germe de l’idée du groupe de l’équation, 
différentielle linéaire, qui a été dégagée et précisée plus tard, apparaît 
dans le Mémoire de M. Fuchs: enfin celui-ci a caractérisé une classe 
spéciale d’équations dont les solutions, pour tous les points singuliers, 
appartiennent à des exposants finis, et a montré comment on pouvait, 
déterminer ces exposants. 

Il n’y a pas lieu d’insister sur les légères modifications que j’ai 
apportées à l’exposition de M. Fuchs : j’ai appliqué, ainsi qu’il avait 



commencé de le faire lui-même, ses résultats et ses méthodes à 
l’équation que vérifie la série hypergéométrique, équation à laquelle 
se ramènent toutes celles qui appartiennent au type dont je viens de 
parler et qui n’ont que deux points singuliers à distance finie. Divers 
résultats, déjà obtenus par Riemann, se rétrouvent ainsi sans aucun 

Je dois toutefois signaler la méthode qui permet de former l’équa¬ 
tion différentielle linéaire du n''"' ordre que vérifient les n solutions 
de l’équation entière /(x.y) = o, du degré n en y. Elle est due à 
Ch. Hermite, qui me l’indiqua avec cette bonté dont aucun de ses 
élèves n’a sans doute perdu le souvenir. Un Mémoire de M. Sau¬ 
vage ('), où l’Auteur a repris et généralisé ce problème, m’adonné 
l’occasion (’’) de restituer à Ch. Hermite ce qui lui appartenait. 


Sur l’équation différentielle linéaire qui relie au module la fonction 
complète de première espèce. — Sur quelques propriétés des fonc¬ 
tions complètes de première espèce. 

{Complei- rendus, t. LXXXVI, p. 8ii el p. 9S0; 1878.) 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 

( Annales de l'École NormaU, 2' série, t. VIII, p. 169 ; 1879. ) 

Ce Travail, que j’ai fait aussi sur le conseil de Ch. Hermite, est une 
application des méthodes M. Fuchs à l’équation différentielle 



que vérifie la fonction complète de première espèce 





Elle est comprise comme cas particulier dans l’équation différen¬ 
tielle que vérifie la série hypergéométrique. M. Fuchs, dans son 
Mémoire intitulé Die Periodicitâlsmodulnder hyperelliplischen Intégrale 
als Functionen eines Parameters aufgefasst ('), avait traité un problème 
beaucoup plus général, et consacré les dernières pages au problème 
spécial auquel je me suis attaché : il consiste à relier les unes aux 
autres les diverses solutions de l’équation différentielle ('), solu¬ 
tions que les méthodes de M. Fuchs fournissent immédiatement pour 
les domaines des trois points singuliers o, i, oo, de manière à pouvoir 
facilement reconnaître, en partant de deux solutions déterminées de 
l’équation différentielle et en faisant suivre à la variable un chemin 
déterminé quelconque, quelles solutions on obtient pour l’extrémité 
de ce chemin (*). J’ai obtenu, d’une façon très élémentaire, les relations 
entre les solutions qu’avait établies M. Fuchs dans le Mémoire cité, 
et cela en calculant des valeurs approchées de ses solutions au voisi¬ 
nage des points singuliers, et en faisant tendre la variable vers l’un ou 
l’autre de ces points. L’équation différentielle (i) ne change pas quand 
on y change x en i — x, x en - ou en et y eny y'x, ou encore 
X en —J ou en ety en ' — x : ces propriétés, qui se relient 
d’une façon évidente à ta théorie de la transformation linéaire des 
fonctions elliptiques, sont contenues comme cas particulier dans des 
propriétés connues de l’équation différentielle de la série hypergéo¬ 
métrique. J’ai montré comment se raccordaient les diverses solutions 
de l’équation auxquelles elles conduisent. 

Ainsi que je t’ai dit plus haut, nous avons repris et utilisé, M. Motk 
et moi, les résultats de ce Travail dans nos Éléments de la Théorie des 
fonctions elliptiques; ils fournissent en effet un moyen facile et naturel 
pour 1 étude de la fonction X(x), définie dans tout le plan comme 
une fonction univoque de x, quand on y a pratiqué deux coupures le 
long de l’axe des abscisses, d’une part de o à — », d’autre part de 

(■) l. 71 , p. 9, ; ,870, 

(’) M. fioursat a donné, dans sa Thèse, une belle solulion de ce preblème pour le cas 
beaucoup plus général de Téquation différenlielle linéaire de la série hypergéométrique 
{Aimnlet deTEcoU Normale supérieure, 2'série,. Supplément du TomeX; 1881), 




I à -t- », en particulier pour établir les formules, valables dans tout 
le plan coupé, et sur les bords mêmes des Coupures, qui relient X (x), 
X(i — x), X^i^, pour reconnaître, ainsi que 

l’avait fait M. Fuchs, comment se prolonge la fonction X (x) 
quand on traverse une des coupures, pour démontrer la plupart des 
propriétés énoncées dans le Formulaire de M. Schwarz aux n“ 27, 
40, 41, en particulier pour obtenir et étudier ces séries très conver¬ 
gentes dont M. Schwarz a montré l’utilité dans les calculs où inter¬ 
viennent les fonctions elliptiques, et spécialement eelle qui donne 


en fonction de x, série que Ch. Hermite a étudiée par une autre 
méthode ('). 

Lettre à Weierstrass. 

Monatsher-ichte der Akad. der Wm. zu Berlin {1881). 

En traduisant pour le Bulletin les Communications Zur Functionen- 
Ifhre de Weierstrass à l’Académie des Sciences de Berlin (août 1880), 
où l’Auteur expose une partie de ses vues sur les « fonctions analy¬ 
tiques », je remarquai que l’on pouvait remplacer, par une série plus 
simple, une série construite par Weierstrass au moyen des fonctions 
elliptiques, série dont les termes sont des fonctions rationnelles de x 
et dont la somme est — i dans une région du plan, h- i dans une 
autre région. L’origine de la série que je crus devoir communiquer à 
Weierstrass se trouve dans un problème que j’ai inutilement cherché 
à résoudre dans sa généralité, et qui m’a été probablement suggéré 
en étudiant la démonstration du théorème fondamental de l’Algèbre 
que M. Lipschitz a donnée dans son Lehrbuch der Analysis. 

Cette démonstration est fondée sur la formule d’approximation de 
Newton 



L’Auteur montre assez facilement que, en partant d’une valeur con- 
venablementchoisie pouruj,, a une limitepourn infini, et que cette 
limite est une racine de l’équation (algébrique entière)/(æ) = o. 
La question, lorsqu’on sedonne les racinesa,, aj, «j,... du polynôme 
/(æ), de délimiter la région du plan où doit se trouver le points,, 
pour que l’on ait 


se présente d’elle-même; je crois d’ailleurs qu’elle a été posée explici¬ 
tement par Cayley. 

La solution du problème résulte immédiatement, pour le cas d’une 
équation du second degré, de la relation 


la ligne de séparation est alors la droite équidistante des deux points 
racines a,, Oj et la limite de pourn infini, est celle des deux racines 
qui se trouve du même côté que æ,, par rapport à cette droite; la 


e. La série particulière 



que j’ai communiquée à Weierstrass, avait d’ailleurs été signalée dès 
1876 par M. E. Schrôder ('). 


Sur les intégrales eulériennes. 

(Comptes rendus, t. XCIV, p. 1698; 1882.) 

C est l’application aux deux séries obtenues en développant suivant 






les puissances de x les deux fonctions 





d’une proposition due à M. Appell et d’après laquelle, si les deux 
séries à coefficients positifs <l'vergentes pour 

X = i, convergentes pour | œ | < i et si le rapport tend, pour n in¬ 
fini, vers une limite, le rapport 


1 ;-“ 

tend vers la même limite quand x s’approche de un par valeurs 
réelles croissantes. On arrive ainsi à la proposition suivante : si l’on 
pose, avec M. Pryra, 



on a, pour les valeurs réelles de a, la relation 



Si mes souvenirs sont exacts, un développement plus général avait 
été obtenu antérieurement par M. Genoochi, dans un Mémoire dont 
il m’est impossible de retrouver le titre. 
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Sur la suite de Schwati. 

Dans le volume consacré par Cremona et Beltrami ( ') à la mémoire 
de Chelini, M. Borchardt a traité la question suivante : 

Étant donnés deux nombres positifs a, b, on fait 


trouver la limite de la suite indéfinie 


J’ai observé qu’on arrivait immédiatement au résultat, par les for¬ 
mules élémentaires de la Trigonométrie, en posant 


a = 6oh« (o<a), 

suivant que a était plus petit ou plus grand que i; on trouve ainsi, 
pour la limite cberohée, dans le premier cas, dans le 
second. 


Sur les substitutions linéaires par lesquelles une forme quadratique 
ternaire se reproduit elle-même. 

{Bulletin, i™ série, t. XI, p, 221; 1877.) 

Le point de départ de ce petit Travail est dû à Cb. Hermite, comme 
aussi la plupart des formules qui y sont établies et que l’Auteur avait 
données sans démonstration. 
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Le problème consiste à trouver les substitutions linéaires expri¬ 
mant æ, y, Z en X, Y, Z qui changent la forme quadratique 

/{x,y,z)= -1- a'y' + a'z' iby z + ib'zx + 2 b’xy 

en/(X,Y,Z). La solution, qui avait été indiquée par Hermite dans 
ses conférences à l’École Normale, consistait à remarquer que le 
problème revient à trouver les substitutions linéaires exprimant «, 
v, (V, au moyen de U, V,W, de façon que l’on ait identiquement 

aU-^vV^-»•■W = o, 

en supposant 

aü=/;-)-/i, aV=/'-h/l, aW=/;H-/i;. 

on déduit de là immédiatement les substitutions cherchées, propres 
ou impropres. Les premières sont données par la résolution des équa- 

X, }i, V étant des paramètres arbitraires, ou par la résolution des 
équations équivalentes 


ou les paramètres X', p.',v' sont liés aux paramètres X, p., v par les 
relations 

p'-xf;, v'=fF;, 

dans lesquelles F(X,|x,v) est la forme adjointe à/(X,p,v). Les 
substitutions impropres s’obtiennent par des formules analogues; au 
reste, elles se déduisent des substitutions propres par le changement 
de X, Y, Z en -X, - Y, — Z. La double forme sous laquelle sont 
obtenues les substitutions propres facilite la résolution par rapport 



dans lesquelles A est le discriminant de la forme /(œ,/, 2) et II est mis 
à laplace de^œ H-(r7 + v2 = >Xh- |J.Y + vZ. 

En composant deux substitutions du groupe déterminées respecti¬ 
vement par les paramètres (X, p., v), {V, p', v'), on obtient une substi¬ 
tution du groupe dont les paramètres l,m,n s’expriment rationnel¬ 
lement au moyen de X, p, v, X', p', v' : ces expressions, données par 
Ch. Hermite, résultent simplement, comme je l’ai montré, des for¬ 
mules précédentes. 

Je dois faire observer que la plupart des résultats déduits dans ce 
petit Travail d’une façon très élémentaire avaient été démontrés impli¬ 
citement ou explicitement par Laguerre dans son Mémoire Sur k 
calcul des systèmes linéaires, inséré dans le LXII' Cahier du Journal dt 
l’École Polytechnique {CEuvres, t. I, p. 243 et suivantes). 

Ilote relative aux tormes binaires du troisième degré. 


C’est la solution d’une question que Ch. Hermite avait bien voulu 
m’indiquer. 

On obtient la condition pour que l’équation du troisième degré 


ait ses racines égales en égalant à zéro un polynôme du quatrième 
degré en X, polynôme dont j’ai calculé les invariants i et/; en posant 





et en désignant par A le discriminant de la forme quadratique ternaire 
dont a, a', a", 2*, ai', 2 é" sont les coelBcients, ces invariants s’ex¬ 
priment par les formules 

6<=(a + i)[,2A + (a + 6)»] 

36y = -[54A«-H i8A(a-t-i)> + (a + é)‘], 

en sorte que le discriminant f” — 6y “ du polynôme du quatrième degré 
en >. se met sous la forme 

le facteur entre crochets n’est autre que le résultant des deux équa- 


Ce résultat avait d’ailleurs été obtenu par Clebsch, au moyen de la 
notation symbolique. 


Sur les fonctions symétriques des différences des racines d’une équation. 
(Comptes rendus, t. XCVIII, p. i42r ; 1884. ) 

Sylvester venait de démontrer que les fonctions symétriques des 
différences des racines de l’équation 


étaient des fonctions entières des sommes S^, S,, ..., S„ des carrés, 
des cubes.des n'"”'* puissances des racines de l’équation 

j’ai montré comment on pouvait obtenir explicitement ces fonctions 
en posant d’une part 




relations entre les S et les C; or, les fonctions symétriques entières 
des différences des racines de l’équation (i) sont des fonctions symé¬ 
triques entières des différences des racines de l’équation 



que l’on obtient en faisant dans l’équation (i) la transformatior 
Z = z+a,, elles s’expriment donc en fonction entière d( 
C„ C3.C„, et par suite de Sj, S3.S„. 


Sur le plan osculateur aux cubiques gauches. 

En supposant que les coordonnées æ,- d’un point de la cubiqu 
s’expriment au moyen des paramètres i, s par des équations de 1 

l’équation du plan osculateur au point de coordonnées œ;(î= i, 2,3, 4 
s’obtient aisément sous la forme 



qui met en évidence diverses relations entre la théorie des cubiqut 
gauches et celle des complexes linéaires, relations établies ps 
M. Appell dans sa Thèse. Dans la même Note j’indique une génératio 
d’une cubique gauche définie par certaines conditions aéométriquei 








Sur une surface de révolution du quatrième degré dont les lignes 
géodésiques sont algébriques. 

M. Darboux, dans la Note XV de la Mécanique de Despeyrous, a 
montré que toutes les surfaces de révolution pour lesquelles x, y, z 
s’expriment au moyen des variables w et 9 par les formules 


= ^[2i.+/(«)]*-sin<«*, 

ont leurs lignes géodésiques fermées pourvu que p. soit un nombre 
rationnel et que/(«) soit une fonction impaire de u. J’ai observé que 
3 est évidemment une fonction algébrique de sin «, si l’on pose 


On obtient ainsi la surface de révolution définie par les équatioi 


l’équation différentielle d’une ligne géodésique se met aisément i 
la forme 


in désignant par « l’angle sous lequel cette ligne coupe le parallèle 






BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 


Le Bullelin comprend, comme l’on sait, deux Parties, l’une consa¬ 
crée aux ouvrages publiés séparément, l’autre aux publications pério¬ 
diques. J’ai pris une part notable à la rédaction de cette seconde 
Partie, mais je mebornerai à signaler l’analyse détaillée que j’ai donnée 
des premiers Mémoires de M. G. Cantor ('), dont l’importance m’avait 
été signalée il y a très longtemps par M. Mittag-Leffler et dont ce 
dernier venait de publier dans les Jeta Mathematica une traduction 
française; l’analyse que j’en ai faite a pu contribuer à faire connaître 
en France les idées de M. 6. Cantor, dont l’importance n’est plus 
contestée. 

Quant aux comptes rendus que j’ai publiés dans la première Partie, 
je me eontenterai de citer les titres d’un certain nombre de Livres que 
j’ai analysés. Les renvois se rapportent tous à la première partie de la 
deuxième série du Bulletin ; les chiffres romains indiquent le tome, 

I es chiffres ordinaires concernent la pagination. 

J’ai fait suivre cette'liste de quelques citations: j’ai uniquement 
cité des passages qui m’ont paru avoir quelque intérêt général, phi¬ 
losophique ou littéraire. 

Caïley. — An elementary Treatise on elliptic Functions, I, 98. 

Dmt. — Su alcune Funzioni che in tutto un inlervallo non hanno mai 

Reblaux. — Cinématique, I, 36i. 

KœmGSBEaQE». — Zur Geschichte der Théorie der elliptisohen Functionen,' 

m, 89, 

LIPSCHITZ. — Lehrbuch der Analysis; Erster Band, IV, 385. 

Schilling. — Sur la surface minima de cinquième classe, IV, 895. 


(') 2" série, 1 . VlII.p. 162. 


























































ématique abrégée. 

nner quelque idée de la variété et de l’intérêt des 
oppe, indique, touche d’une main légère, ou appro- 



















ARTICLES PHILOSOPHIQUES. 


J’ai écrit dans diverses Revues quelques articles sur diverses 
questions philosophiques ou pédagogiques ( ' ). 

Ceux que j’ai écrits dans la Revue scientifique remontent à l’époque 
où j’étais agrégé-préparateur à l’École Normale. Aucun n’est signé. Je 
mentionnerai deux Lettres au Directeur de la Revue, sur la Psycho¬ 
physique (=). Elles ont fait quelque bruit, dans un petit cercle, 
pendant quinze jours, probablement parce qu’elles étaient anonymes 
et quelque peu impertinentes. Elles m’ont procuré le plaisir d’entrer 
en relations avec Delbœuf, qui.les a reproduites, avec mon nom, dans 
ses Eléments de Psycho-physique. Je ne connaissais d’ailleurs le sujet 
que par les excellents articles que M. Ribot venait de publier dans la 
Revue. J’expliquais les raisons qui me faisaient douter de la loi loga¬ 
rithmique par laquelle Fechner a prétendu rattacher la sensation et 
l’excitation, en insistant sur l’absence d’une définition de la « sensa¬ 
tion » et de 1’ « excitation » en tant que grandeurs numériques; sur 
le caractère peu mesurable de la « sensation »; sur ce que, en parti¬ 
culier, le zéro n’était pas défini; sur la possibilité de substituer un 
mode de mesure à un autre, par conséquent de faire un changement 
de variable dans la formule hypothétique qui relierait la « sensation » 
et 1’ « excitation » ; sur l’invraisemblance, dans ces conditions, d’une 
loi générale telle que celle que proposait Fechner. J’accordais que la 
formule de Fechner, considérée comme définition de la « sensation », 
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pouvait peut-être rendre quelques services. Ces Lettres ont été rappe¬ 
lées récemment, dans une Thèse de doctorat, soutenue, cette année 
même, devant la Faculté des Lettres, par M. Foucault. J’ai consacré, 
dans le numéro de juillet 1901 du Bulletin des Sciences mathématiques, 
un article étendu au Travail de M. Foucault, Travail qui constitue un 
exposé critique très complet des diverses recherches faites sur la 
Psycho-physique. Sur le fond de la question, je suis resté du même 
avis qu’il y a vingt-six ans; tout au plus atténuerais-je volontiers 
quelques plaisanteries, que ma jeunesse, l’ignorance du sujet et des 
hommes qui l’avaient traité expliquent suffisamment. 

J’ai écrit trois articles dans la Berne générale des Sciences, l’un sur 
la Correspondance de Lagrange, qui venait de paraître dans l’édition 
de ses (JEucres, un autre « A propos des Leçons de Géométrie de 
M. Darboux », le troisième Sur l’Infini mathématique. 

Le second de ces articles (t. II, p. 65 ) contient une brève analyse 
des deux premiers Volumes du Livre de M. Darboux, précédée de 
quelques réflexions sur les difficultés qu’apportent à ceux qui étu¬ 
dient les Mathématiques le développement même de la science et la 
multiplicité des Mémoires qu’il leur faut étudier, et sur le caractère 
des Livres qui peuvent remédier à ces difficultés. 

L’article De VInfini mathématique {l. VIII, p. 129) a été écrit à 
propos de la Thèse de M. Couturat, qui porte le même titre. En dehors 
des discussions relatives à différents points traités par M. Couturat, 
j’y insiste sur une idée dont je dois la claire intelligence à M. Drach ('), 
qui a souvent fait l’objet de mes causeries avec M. Painlevé (comme 
aussi, d’ailleurs, plusieurs autres passages du même article et de celui 
dont je parlerai ensuite) : c’est la différence entre les mots « défini » 
et « déterminé » ; on peut concevoir une suite infinie, ou une collec¬ 
tion infinie qui soit déterminée, sans qu’elle soit définie, sans même 
qu il soit possible de la définir : il n’en est pas moins légitime de spé¬ 
culer sur une telle suite ou un tel ensemble. Cette distinction, bien 
comprise, me porte aujourd’hui à regarder comme trop étroite la for¬ 
mule que j’ai employée dans la Préface de mon Introduction à la Théorie 
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des fondions d une variable, et que l’on a quelquefois citée : « La no¬ 
tion de l’infini, dont il ne faut pas faire mystère en Mathématiques, se 
réduit à ceci : après chaque nombre entier, il y en a un autre ». 
A coup sûr, cette notion, ainsi comprise, suffit à exposer une bonne 
partie des Mathématiques; elle est incomplète, si l’on veut spéculer 
sur des suites ou des ensembles qui ne sont pas définis, mais sim¬ 
plement déterminés. La question soulevée ici se rattache d’ailleurs à 
celle de 1’ « infini actuel » dont je soutiens la réalité possible, dans 
l’article dont je parle, conformément à la doctrine de M. G. Cantor et 
contrairement à celle de beaucoup de philosophes. J’ai d’ailleurs 
exposé, dans le même article, les principes de la théorie de M. Cantor 
sur les ensembles, à l’usage de ceux qu’on appelait au xvn' siècle 
« les honnestes gens ». 


L’article que j’ai publié en iSgS dans la Revue de Paris, sous ce 
titre : Le rôle du nombre dans les Sciences {'), est celui auquel j’attribue 
le plus d’importance. Je résume ci-dessous les idées que j’y ai défen- 

Nous parvenons à une connaissance du monde extérieur qui est 
indépendante de nous, au moins lorsque nous n’affirmons dans les 
choses extérieures que des différences ou des analogies. « Toutefois, 
dans cette connaissance des choses, non de nous, dans cette connais¬ 
sance qui ne dépend pas de la façon dont les différents phénomènes 
du monde extérieur éveillent nos différentes sensations, subsiste né¬ 
cessairement une ignorance radicale, dont nous n’avons aucun moyen 
de nous débarrasser : concevons deux univers, l’un qui sera, si l’on 
veut, l’univers réel, l’autre un univers imaginaire, mais tel que 
chaque phénomène qui s’y passe réponde exactement à un phénomène 
du monde réel et réciproquement; je n’ai, je ne puis avoir aucune 
raison de croire à l’existence du premier plutôt qu’à celle du second ; 
je ne connais pas l’un plutôt que l’autre : ils sont équivalents pour 



moi comme deux livres écrits dans deux langues, mais dont l’un ( 
la traduction exacte de l’autre.... On voit assez, sans que j’y insisi 
que, de ce point de vue, le débat sur la préférence qu’il convie 
d’accorder à une hypothèse scientifique, ou à une autre, perd souve 
toute signification. » A nos sensations nous substituons des signi 
des mots qui leur correspondent. Dans le langage scientifique, 1 
mots sont de plus en plus abstraits; leur véritable fonction est 
désigner des ressemblances ou des différences, de grouper les obji 
par quelque relation commune, qui les distingue des autres; « tam 
les groupes ainsi formés sont nettement séparés, tantôt ils sont co 
tenus les uns dans les autres, tantôt ils empiètent les uns sur 
autres; c’est la pensée des rapports de cette nature que les mi 
abstraits éveillent dans notre esprit; c’est sur ces rapports que sc 
fondés les raisonnements scientifiques ». Un raisonnement scientifiq 
est un raisonnement de mots, un raisonnement de signes, et c’est [ 
là qu’il exprime des relations qui ne dépendent pas de celui qui 
fait, ou qui le comprend. « Pour le poète, la puissance d’évocati 
qu’il y a dans les mots est trop faible; pour le savant, les mots S( 
encore trop imprégnés de sensation, ils ne sont pas assez décolori 
ils désignent trop des objets ou des groupes particuliers, tout 
exprimant des relations entre les objets ou les groupes, ils font pen: 
non seulement à ces relations, mais encore aux objets ou aux group 
et cela est de trop ; c’est le nombre et la science des nombres qui V( 
fournir un ensemble de signes vraiment approprié à n’exprimer c 
des relations. » 

La notion de nombre suffit à engendrer l’Arithmétique, l’Algèb 
l’Analyse entière; la Géométrie à trois dimensions est un cas pai 
culier de la théorie analytique des systèmes de trois variabf 
c’est-à-dire qu’on peut constituer un chapitre de cette théorie, d 
le langage et les énoncés seront les mêmes que le langage et 
énoncés de la Géométrie, sans que ce langage et ces énoncés'imj 
quent la réalité d’aucun espace. Dans la Cinématique, s’introduit i 
variable de plus, le temps : tant que l’on n’aborde pas les applicatii 
de la Mécanique, la nature de cette variable est entièrement indét 
minée, sauf la condition de varier toujours dans le même sens. D; 
la Mécanique rationnelle, la notion de matitro n’intorviont nue 
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des propriétés géométriques, et par un nombre, la masse, que l’on 
suppose attaché à chaque particule matérielle, qui la suit dans tous 
ses mouvements. « En dehors de ses applications, la Mécanique 
rationnelle peut être, elle aussi, regardée comme un chapitre spécial 
de la science du nombre, comme l’étude d’un certain système 
d’équations différentielles. » La Mécanique céleste a affaire à un 
système d’équations différentielles plus particulier. Dans les appli¬ 
cations, les variables et les coefficients doivent être remplacés par des 
nombres déterminés; je dis quelques mots sur la mesure du temps et 
de la masse, en insistant sur ce qu’il y a d’arbitraire dans les procédés 
de mesure adoptés, en vue de la simplicité (relative à nous) des 
résultats, sur l’impossibilité de justifier a priori ces procédés. Le 
principe de la conservation de la masse n’est pas un principe a priori : 
il suffit, pour s’en convaincre, de penser à la complication des expé¬ 
riences nécessaires pour la détermination de la masse. De même, il 
suffit de penser à la complication des équations par lesquelles s’ex¬ 
prime le principe de la conservation de l’énergie, pour être bien sûr 
qu’il ne peut pas être justifié par des considérations métaphysiques. 
Il n’y a pas de principe a priori dans la science du réel. « On vous 
dira peut-être ; J’ignore si c’est ce que vous appelez la masse et ce 
que vous appelez Yénergie qui reste constant, mais je sais qu’il y a 
quelque chose qui reste constant, je sais qu’il y a des lois et cela me 
suffit. La prétention alors est plus modeste, si modeste qu’elle en est 
insignifiante : qu’est-ce que dire que quelque chose est constant, si 
l’on ne sait quoi? 

« Et pourquoi serait-il si clair que rien ne se perd et que rien ne se 
crée? Tout changement n’est-il pas la destruction de ce qui était 
et la création de ce qui va être? » 


« Qu’il s’agisse donc de la Géométrie, de la Mécanique, de l’Astro¬ 
nomie, de la Physique mathématique, c’est toujours un chapitre de la 
science des nombres qui porte le nom d’un chapitre de la science du 
réel. Mieux une science est constituée, plus il apparaît nettement 
qu’elle est une science de signes ; ses définitions une fois admises, 
elle n’est plus qu’une suite de déductions logiques entièrement néces¬ 
saires : mais il ne faut pas oublier que cette nécessité logique qui y 
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règne en maîtressé ne concerne que les signes; rien n’autorise à la 
transporter dans les choses, en lui conservant le même caractère. Le 
rôle que jouent les Mathématiques dans ces sciences ne doit pas faire 
illusion : sans doute, les déductions mathématiques sont d’une enti'ere 
rigueur, mais à condition que l’on reste dans les Mathématiques ; 
tant que l’on y reste, on ne peut contester les conclusions, à moins 
de contester la raison elle-même : si vous faites tels calculs sur tels 
nombres, vous trouverez tel résultat; voilà, encore une fois, ce qu’af¬ 
firment les Mathématiques, ce qui est d’une nécessité logique; elles 
ne peuvent rien affirmer au delà; elles ne peuvent affirmer l’accord 
entre les résultats d’un calcul et les résultats d’une expérience; cet 
accord est un fait, et il n’a pas, il ne peut pas avoir d’autre impor¬ 
tance qu’un fait, répété autant de fois qu’on le voudra. Que l’on dise, 
si l’on veut, que cet accord nous révèle la nécessité qui est au fond 
des choses, et qui en règle le cours, c’est une croyance comme une 
autre, et personne, assurément, ne cherchera dans la science des 
raisons pour l’infirmer; mais personne non plus n’a le droit de vouloir 
l’imposer au nom de la science : il faut s’entendre sur cet accord, 
admirable à coup sûr, entre les résultats de la théorie et ceux de 
l’expérience; encore une fois, il n’est qu’approché, et il ne peut être 
qu’approché, puisqu’une mesure ne peut être qu’approchée; pour le 
physicien, il est parfait lorsque la différence entre les résultats de la 
théorie et de l’expérience n’est pas plus grande que les erreurs que 
comporte l’expérience. Dès lors, ce qu’il convient d’induire de l’accord 
entre la théorie et de l’expérience, c’est que les phénomènes sont 
déterminés par les lois théoriques, enlre certaines limites, entre des 
limites que nous connaissons, si nous connaissons les instruments de 
mesure : encore n’y a-t-il là qu’une induction. La valeur de cette 
induction ne peut être contestée, mais il ne faut pas la pousser trop 
loin, et l’on dépasserait infiniment tes bornes entre lesquelles elle est 
légitime, si l’on affirmait que l’accord entre la théorie et l’expérience 
doit se poursuivre indéfiniment. » 

Après avoir insisté sur ce qu’il y a d’admirable dans cet accord, tel 
que nous le constatons, et sur les « promesses » qu’il tiendra sans 
doute, j’imagine qu’il soit parfait, « et qu’un homme, analogue à 
nous, mais nous dépassant infiniment par sou intelligence, soit 



capable de contenir une science équivalente à la réalité extérieure, en 
ce sens que tous les phénomènes répondent pour lui a des transfor¬ 
mations numériques dont il ait la claire compréhension : si la 
grandeur de son intelligence laissait place chez lui à quelqu’une de 
ces inquiétudes que nous cultivons sous le nom Ai philosophie, peut- 
être trouverait-il le moyen d'être encore mécontent et de se dire que 
la science des nombres n’est qu’une abstraction, qu’elle correspond 
parfaitement aux choses, mais qu’elle ne les explique pas, qu’elle 
s’explique seulement elle-même, et qu’elle ne répond pas même à 
cette question : pourquoi, dans le domaine infini des transformations 
numériques que ma pensée peut Saisir, est-ce celles-ci, plutôt que 
celles-là, qui correspondent à la réalité, et pourquoi les nombres au 
moyen desquels je désigne et reconnais les choses correspondent-ils 
aux sensations que j’éprouve plutôt qu’à d’autres (')? 


J’ai publié, en 1900, un autre article dans la Reçue de Paris sur 
Les Mathématiques dans l’enseignement (^). Les conclusions que 
j’ai essayé d’y développer, tout en étant très générales, sont d’ordre 
pratique, et correspondent, par suite, à une face opposée de la pensée 
qui dominait dans le précédent article. Pratiquement, le succès de la 
science, et en particulier de la science appliquée, est incontestable : 
la révolution qui doit en résulter dans la façon de penser des 
individus, dans les sociétés, dans les rapports entre les peuples, est 
commencée et s’accélérera de plus en plus. Notre système d’ensei¬ 
gnement doit être radicalement changé ; c’est l’étude des sciences et 
non des littératures anciennes qui doit en être le fond; les sciences 
expérimentales doivent y prendre une place importante ; l’enfant doit 
être habitué à observer, à expérimenter, à grouper les faits, à saisir le 
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sens des lois, à les appliquer. Par suite de notre système d’examens, 
tes Mathématiques, ou plutôt certains chapitres des Mathématiques, 
ont pris une importance exagérée. L’enseignement des Mathématiques 
est trop théorique et se suffit trop à lui-même : il devrait être, dans 
les lycées, subordonné à ce qui doit suivre, à l’application d’une 
part, de l’autre aux parties plus élevées de la science. J’ai insisté sur 
les dangers, pour la formation de l’esprit, de la pratique actuelle, et 
sur l’inconvénient qu’il y avait à déterminer, vers vingt ans, toute la 
carrière des jeunes gens, par la façon dont ils répondent sur quelques 
chapitres de Géométrie analytique ou d’Algèbre ; j’ai eu le vif plaisir 
de me rencontrer sur plusieurs points avec M. Appell, qui a traité 
d’un sujet analogue, en même temps que moi, dans L’Enseignement 
mathématique. 





